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1 序
本稿では,ランダム群の固定点性質に関して,Marc Bourdon 氏(Lille大学) との共同研
究,および納谷信氏 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科),近藤剛史氏 (鹿児島大学理学
部) との共同研究により得られた結果を,その背景を含めて紹介する.
以下,群としては可算離散群を考えることにする.群  $\Gamma$ が距離空間 (Y, のへの等長的作
用に対する固定点性質をもつとは,  $\Gamma$ の  Y への任意の等長的作用が固定点をもつ,すなわ
ち, (Y, d) の等長変換群 Isom (Y, d) への任意の準同型写像 \backslash  $\rho$ :  $\Gamma$\rightarrow \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}(Y, d) に対し,あ
る p\in \mathrm{Y} が存在し,任意の  $\gamma$\in $\Gamma$ に対し  $\rho$( $\gamma$)p=p をみたすことをいう.以下,距離空間
Y=(Y, d) に対する固定点性質を \mathrm{F}(Y) と略記し,「  $\Gamma$ は性質 \mathrm{F}(Y) をもつ」 ということに
する.
 $\rho$(\mathrm{r}) の固定点 p が存在するとき,任意の q\in Y,  $\gamma$\in $\Gamma$ に対し  d(p, q)=d( $\rho$( $\gamma$)p,  $\rho$( $\gamma$)q)=
d(p,  $\rho$( $\gamma$)q) が成り立つので, q を通る  $\rho$(\mathrm{r}) の軌道  $\rho$(\mathrm{r})\mathrm{q} は p を中心とした距離球面上に存
在する.とくに,任意の  $\rho$( $\Gamma$) 軌道は有界である.固定点性質を問題にするとき,Hilbert 空
間,単連結完備な非正曲率距離空間などの比較的大きな距離空間に対する無限群の等長的作
用を考察の対象とすることが多い.その場合,すべての軌道が有界になってしまうような作
用はほとんど自明な作用と言ってよい.群  $\Gamma$ がこのような大きな空間 (\mathrm{Y}, d) に対して固定点
性質 \mathrm{F}(Y) をもつということは,  $\Gamma$ は (\mathrm{Y}, d) に対しある意味で自明な作用しかもたないとい
うことを意味している.
例えば,群  $\Gamma$ の 「形」 が距離空間 (\mathrm{Y}, d) の形とは著しく異なり,かつ  $\Gamma$ が 「硬い」 と,  $\Gamma$ の
作用の軌道は (Y, のにうまく広がれそうにない.このようなときには,  $\Gamma$ が  Y=(\mathrm{Y}, d) に対
する固定点性質 \mathrm{F}(Y) をもつことが想像される.実際,固定点性質は,群の硬さ (剛性) と深
く関係した性質として理解されている.一方で,種々の距離空間に対する固定点性質はその
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群の代数的な性質とも深く関わっている.例えば,距離空間 (Y, d) として樹木 A をとったと
き, A に対する固定点性質は Serre の性質 \mathrm{F}(A) と呼ばれており,群の融合積への分解と関
係している ([29]). § 2では,距離空間として Hilbert 空間,あるいは L^{p} 空間といった無限次
元の空間をとり,これらの空間に対する固定点性質について,知られている事実の概要を紹
介する.
2 固定点性質と超剛性
2.1 性質 F(\mathcal{H})
\mathcal{H} を(無限次元,複素または実)Hilbert 空間とする.固定点性質を考える場合は,群  $\Gamma$ の
Isom( \mathcal{H} ) への準同型を考えるわけだが,Isom( \mathcal{H} ) は \mathcal{H} の線形等長変換 (実 Hilbert 空間と
みなしたときの直交変換) と平行移動から生成される.一方,  $\Gamma$ から複素Hilbert空間 \mathcal{H} の
ユニタリ変換群への準同型は,  $\Gamma$ のユニタリ表現と呼ばれ,  $\Gamma$ のユニタリ表現  $\pi$ による像が
恒等変換のみからなるとき,  $\pi$ は自明表現と呼ばれる.
定義2.1 (Kazhdan の性質 (T) [19]).  $\Gamma$ がKazhdan の性質 (T) をもつとは,  $\Gamma$ のユニタ
リ表現のなす空間において,自明表現が Fell 位相に関して孤立していることをいう.
ここでは Fell 位相の定義は省略するが ([3] 参照), 「自明表現がユニタリ表現の集合の中
で孤立している」 という性質は,自明表現の変形不可能性を意味しているという点で,群の
代数的なある種の 「硬さ」 を示唆する性質だと考えてよい.実は,この性質は  F(\mathcal{H}) と同値
になることが知られている:
定理2.2 (Delorme [8], Guichardet [12]).  $\Gamma$ がHilbert 空間 \mathcal{H} への固定点性質 F(\mathcal{H}) をも
つことと,  $\Gamma$ がKazhdan の性質 (T) をもつことは同値である.
ここで, \mathcal{H} が複素 Hilbert 空間であるか,実Hilbert 空間であるかは本質的な問題ではな
い(実 Hilbert 空間の場合は複素化して考えればよい).さらに,次も比較的容易に示すこと
ができる.
命題2.3.  $\Gamma$ の任意のユニタリ表現  $\pi$ に係数をもつ1次コホモロジー  H^{1}( $\Gamma$,  $\pi$) が 0 である
ことと,  $\Gamma$ が性質  F(\mathcal{H}) をもつことは同値である.
1次コホモロジーの消滅は,しばしば変形空間の接空間の自明性と関係するが,§1で述べ
たように, F(\mathcal{H}) も幾何学的な意味で 「群が硬い」 ことを表す性質であることに注意しよう.
後で触れるように,Kazhdan の性質 (T) あるいは性質 F(\mathcal{H}) は,超剛性と呼ばれる,群の等
長的作用に関する非常に強い剛性と深く関わっていることが知られている.性質 F(\mathcal{H}) をも
つ群,もたない群の例を挙げておく.詳しい説明は [3] を参照されたい.
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例1. 有限群  $\Gamma$ は性質  F(\mathcal{H}) をもつ.実際,  $\Gamma$ の任意の作用  $\rho$ に対し,  p\in \mathcal{H} を任意にとり,
p の  $\rho$( $\Gamma$) 軌道  $\rho$(\mathrm{r})\mathrm{p} の重心 p_{0} をとれば,  $\rho$( $\Gamma$) の作用が等長的であることから p_{0} が固定点
となる.
以下 断らない限り  $\Gamma$ は無限群とする.
例2. 無限巡回群 \mathbb{Z} は性質 F(\mathcal{H}) をもたない.実際, \mathbb{Z} を k\mathrm{v}\in \mathcal{H}(k\in \mathbb{Z}, \mathrm{v}\in \mathcal{H}) が与える
平行移動のなす群にうつす準同型  $\rho$ をとれば,  $\rho$ が与える  $\Gamma$ の作用は固定点をもたない.さ
らに,  $\Gamma$ が \mathbb{Z} への全射準同型をもつならば,  $\Gamma$ は  $\rho$ を通して \mathcal{H} に固定点をもたない作用をす
る.したがって,このような  $\Gamma$ は性質  F(\mathcal{H}) をもたない.例えば,自由群は性質 F(\mathcal{H}) をも
たない.
例3. アーベル群に近い群である,べき零群,可解群,それらを含む従順群(amenable groups)
も性質 F(\mathcal{H}) をもたない.
例4. SO(n, 1) , SU(n, 1) の無限離散部分群は性質 F(\mathcal{H}) をもたない.
SO(n, 1) , SU(n, 1) は階数1の非コンパクト単純 Lie 群で, SO(n, 1) は実双曲空間 \mathbb{H}^{n} の
等長変換群, SU(n, 1) は複素双曲空間 \mathbb{H}_{\mathbb{C}}^{n} の等長変換群とみなすことができる.これら以外
の階数1の非コンパクト単純 Lie 群は Sp(n, \mathrm{i}) , F_{4}^{-20} に限ることが知られている.これら
は,それぞれ四元数双曲空間,ケーレー双曲平面の等長変換群とみなすことができる.いず
れも負曲率の双曲的空間である.Lie 群 G の離散部分群  $\Gamma$ が格子であるとは,商空間  $\Gamma$\backslash G
が G のHaar 測度から誘導される有限な体積をもつことをいう.また,  $\Gamma$\backslash G がコンパクトに
なるとき,  $\Gamma$ は一様格子とよばれる.  K を G の極大コンパクト部分群とすると,今の場合,
X=G/K はRiemann 対称空間になる.  $\Gamma$ の  G への左からの作用は Xへの作用を誘導す
る.  $\Gamma$ が格子であること,一様格子であることは,それぞれ  $\Gamma$\backslash X が有限な Riemann 体積を
もつこと,および  $\Gamma$\backslash X がコンパクトになることと同値である. G は非コンパクトで G 上の
Haar 測度は無限測度なので,とくに, G の格子  $\Gamma$ は  G の無限群離散部分群である.上の例4
によれば, SO(n, 1) および SU(n, 1) の格子は性質 F(\mathcal{H}) をもたない.しかし,階数が同じ1
であっても, Sp(n, 1) および F_{4}^{-20} においては状況は著しく異なっている.
例5. Sp(n, 1) および F_{4}^{-20} の格子は性質 F(\mathcal{H}) をもつ.
さらに,次が知られている.
例6. G を階数が2以上の非コンパクト単純 Lie 群(例えば SL(n, \mathbb{R}), n\geq 3),  $\Gamma$ を  G の格
子とする.  $\Gamma$ は性質  F(\mathcal{H}) をもつ.
例5および例6に現れる格子は,性質 F(\mathcal{H}) とともに,後で述べる超剛性をもつことが知
られている.階数が2以上の Lie 群の格子はもれなく性質 F(\mathcal{H}) をもつが,階数1の格子に
ついては微妙に異なる様相を呈していることに注意する.これは,次節以後で見る L^{p} 空間
への等長的作用,あるいはHilbert空間へのアファイン作用に関する固定点性質にも見られ
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る現象である.
2.2 性質 F(L^{p})
Hilbert 空間への等長的作用に関する固定点性質 F(\mathcal{H}) の一つの一般化は, L^{p} 空間に対す
る固定点性質 F(L^{p}) である. F(\mathcal{H}) は p=2 に対する F(L^{\mathrm{p}}) であるが, F(L^{2}) をもつ群は
十分2に近い p に対しても \mathrm{F}(L^{p}) をもつことが知られている:
定理2.4 (Fisher‐Margulis, Bader‐Furman‐Gelander‐Monod [1]).  $\Gamma$ が  F(\mathcal{H}) をもつなら,
 $\Gamma$ に依存するある  $\varepsilon$>0 が存在し,  $\Gamma$ は  p\in[1, 2+ $\varepsilon$) に対し  F(L^{p}) をもつ.
証明は,2の近くでの p の摂動に関して固定点性質が安定であることを示すことにより与
えられる.その証明からすると,どの範囲の p に対して \mathrm{F}(L^{p}) をもつかが,その群の F(\mathcal{H})
の強さを表していると考えてもよさそうである.すなわち,  $\Gamma$ が広い範囲の  p に対して性質
\mathrm{F}(L^{p}) をもつなら  $\Gamma$ の  F(\mathcal{H}) は非常に強く,  $\Gamma$ が比較的2に近い  p に対してしか \mathrm{F}(\mathrm{L}^{p}) を
もたないなら  $\Gamma$ の  F(\mathcal{H}) はさほど強くない.
さきほどは,どのような単純 Lie 群の格子が F(\mathcal{H}) をもつかを見たが,この F(L^{p}) に注目
すると,Lie 群の階数に,よる微妙な差が次のような形で鮮明に捉えられる.
定理2.5 (Pansu [27]).  $\Gamma$ が  Sp(n, 1) の一様格子なら,  $\Gamma$ は  p>4n+2 に対し F(L^{p}) をも
たない.
一方,
定理2.6 (Bader‐Furman‐Gelander‐Monod [1]).  $\Gamma$ が階数2以上の単純リー群の格子なら,
 $\Gamma$ は任意の  p\in [1, \infty ) に対し  F(L^{p}) をもつ.
前節の例やこれらの定理から,階数1の単純 Lie 群の格子  $\Gamma$ は  F(\mathcal{H}) をもたないか,弱い
F(\mathcal{H}) しかもたないが,階数2以上の単純 Lie 群の格子は非常に強い F(\mathcal{H}) をもつというこ
とが読み取れる.階数1の非コンパクト Lie 群の一様格子は,双曲的空間に固有不連続かつ
余コンパクトに作用するので,Gromovの意味での双曲群になっている.実は,双曲群は限ら
れた範囲の p に対してしか性質 F(L^{p}) をもち得ないことが知られている.
定理2.7 (Yu [33]).  $\Gamma$ をGromov 双曲群とする.十分大きい  p に対し,  $\Gamma$ は  F(L^{p}) をもた
ない.
この定理における p の精密な評価をし,幾何学的な意味を明らかにしたのが次の定理であ
る.この定理は特別な場合として定理2.5を含んでいる.
定理2.8 (Bourdon‐Pajot [6], Bourdon [4]).  $\Gamma$ をGromov 双曲群とし,Confdim \partial $\Gamma$ で  $\Gamma$
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の境界 \partial $\Gamma$ の共形次元を表す.  p>\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{f}\dim\partial $\Gamma$ に対し,  $\Gamma$ は  F(L^{\mathrm{p}}) をもたない.
双曲群は,その典型例が自由群であり,次の章で述べるような意味で非常に一般的な群で
もある.上の定理は,(Lie 群の格子のような非常に特殊な群はある程度強い F(\mathcal{H}) をもち得
るのだが) 一般的な性質である双曲性をもつ群はそこまで強い \mathcal{F}(\mathrm{H}) をもたない (さらに言
うと,双曲性が強い F(\mathcal{H}) をもつことを妨げている) ということを主張している,と考えると
理解しやすいだろう.
2.3 Hilbert 空間へのアファイン作用に関する固定点性質
距離空間としては Hilbert 空間 \mathcal{H} をとり,考える作用を等長的な作用から少し広げてア
ファイン作用とすることで,性質 F(\mathcal{H}) の一般化を与えることもできる.
定義2.9 (アファイン変換).変換  $\varphi$ : \mathcal{H}\rightarrow \mathcal{H} がアファイン変換であるとは,ある v\in \mathcal{H} と
A\in \mathbb{B}(\mathcal{H}) が存在し,  $\varphi$(p)=Ap+v, p\in \mathcal{H} , と表せることをいう.ここで, \mathbb{B}(\mathcal{H}) は \mathcal{H} の有
界で可逆な線形変換のなす群である. \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{H}) で \mathcal{H} のアファイン変換のなす群を表す.
注意1. アファイン変換  $\varphi$(p)=Ap+v の A が直交変換であることと  $\varphi$ が等長変換である
ことは同値である.
定義2.10 (一様  C‐Lipshitz作用).  $\rho$: $\Gamma$\rightarrow \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathcal{H}) が 一様に C‐Lipschitz (uniformly
C‐Lipschitz)であるとは,任意の  $\gamma$\in $\Gamma$ に対して  $\rho$( $\gamma$) : \mathcal{H}\rightarrow \mathcal{H} が C‐Lipschitzであるこ
と,すなわち  $\rho$( $\gamma$) のLipschitz 定数が C以下であることをいう.  $\rho$ が一様に  C‐Lipschitzで
あるとき,  J $\rho$ は \mathrm{U}\mathrm{L}(C) であると略記する.  $\rho$ が \mathrm{U}\mathrm{L}(C) であるとき,  $\rho$ が与える  $\Gamma$ の作用は
\mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用であるという.
注意2.  $\varphi$( $\gamma$) と  $\varphi$($\gamma$^{-1}) がともに1‐Lipschitzなら  $\varphi$( $\gamma$) は等長変換であるから,  $\Gamma$ の作用
が \mathrm{U}\mathrm{L}(1) 作用であることと等長作用であることは同値である.したがって,性質 F(\mathcal{H}) は
\mathrm{U}\mathrm{L}(1) 作用に関する固定点性質である.
次は Lipschitz 定数の摂動に関する考察から容易に示される :
命題2.11.  $\Gamma$ が性質  F(\mathcal{H}) をもつなら,ある C> 1 が存在して  $\Gamma$ の \mathcal{H} への任意の \mathrm{U}\mathrm{L}(C)
作用は固定点をもつ.
すなわち,性質 F(\mathcal{H}) をもつ群は,十分1に近い C に対する \mathcal{H} への \mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用に関する
固定点性質をもつ.前節で見たことから,この C をどれだけ大きくとれるかが性質 F(\mathcal{H}) の
強さと関係していることが推察される.実際,Shalomにより,前節で紹介した結果と類似す
る以下の定理が証明されている.
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定理2.12 (Shalom).  $\Gamma$ を階数2以上の非コンパクト単純 Lie 群の格子とする.  $\Gamma$ のHilbert
空間への任意の UL(C) 作用は固定点をもつ.
定理2.13 (Shalom).  $\Gamma$ を  Sp(n, 1) の格子とする.  $\Gamma$ はある  C> 1 に対し, \mathcal{H} への固定点
をもたない \mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用を許容する.
これらの結果も \mathrm{F}(L^{p}) の場合と同様に,階数が2以上の非コンパクト単純 Lie 群の格子は
強い F(\mathcal{H}) をもつ一方で,階数1の非コンパクト単純 Lie 群の格子が F(\mathcal{H}) をもったとして
もそれは弱いものに過ぎないことを示唆している.さらに, F(L^{p}) の場合の Yu の結果の類
似が成立するだろう,というのが次のShalomによる予想である.
予想2.14 (Shalom).  $\Gamma$ を双曲群とする.  $\Gamma$ はある  C\geq 1 に対し, \mathcal{H} への固定点をもたない
\mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用を許容する.
Kazhdan の性質 (T) (あるいは性質 F(\mathcal{H}) ) の一般化 (強化) としては,他にも Lafforgue
による強化された Kazhdan の性質 (T) がある.Laffforgue [21] は,種々の格子がその性質を
みたすことを示す一方で,双曲群がやはりこの性質をもたないことを証明している.
2.4 固定点性質と超剛性
ここまでに見てきた群の固定点性質は,超剛性とよばれる群の非常に強い剛性と密接に関
係している.
Margulis [22] は階数2以上の半単純Lie 群の既約格子が数論性をもつことを示す (Selberg
予想を解決する) ために,現在ではMargulis超剛性とよばれている定理を証明した.詳細に
ついては [22], [34] をご覧頂くことにして,その特別な場合の主張を紹介しておく. p を素数
または \infty とし, \mathbb{Q}_{p} で p進体を表す.  p=\infty のときは \mathbb{Q}_{p}=\mathbb{R} と約束する. PGL(n, \mathbb{Q}_{p}) を
GL(n, \mathbb{Q}_{p}) のスカラー行列のなす部分群による商群とする. PGL(n, \mathbb{Q}_{p}) には自然な位相が
入り,局所コンパクトな位相群となる.とくに, PGL(n, \mathbb{Q}_{p}) にはHaar測度が存在し,Lie
群の場合と同様に格子および一様格子が定義される.
定理2.15 (Margulis 超剛性). m, n\in \mathbb{N}, n\geq 3 とし, p, r は素数または \infty とする.  $\Gamma$ を
PGL (n, \mathbb{Q}_{p}) の格子,  $\rho$ :  $\Gamma$\rightarrow PGL(m, \mathbb{Q}_{r}) を準同型とする.  $\rho$(\mathrm{r}) が PGL(m, \mathbb{Q}_{r}) におい
てZariski 位相に関して稠密ならば,次のいずれかが成立する.
(1) r が素数で  $\rho$(\mathrm{r}) は PGL(m, \mathbb{Q}_{r}) の通常の位相に関してプレコンパクト.
(2) p=r で  $\rho$ は全射準同型 \tilde{ $\rho$} : PGL(n, \mathbb{Q}_{\mathrm{p}})\rightarrow PGL(m, \mathbb{Q}_{r}) に拡張される.
K を PGL(m, \mathbb{Q}_{r}) の極大コンパクト部分群とすると, Y =PGL(m, \mathbb{Q}_{r})/K は  r=\infty
のとき Riemann 対称空間,  r が素数のときは Euclid 的ビルディングとよばれる非正曲率距
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離空間となる.定理の主張中の (1) の場合は,  $\rho$( $\Gamma$) が極大コンパクト部分群に含まれるの
で,  $\rho$ が与える  $\Gamma$ の作用は対応する  Y の点を固定する,ある意味で自明な作用である.一
方,(2) の場合は,  $\rho$ が与える  $\Gamma$ の作用は  PGL(n, \mathbb{Q}_{p}) の Y への作用の制限になっている.
このことは  $\Gamma$ の  Y への非自明な作用が非常に限られたものになっていることを意味してい
る.Corlette [7] は Sp(n, 1) および F_{4}^{-20} の格子の Lie 群への準同型に対し,同様の超剛性
(アルキメデス的超剛性) を証明した.その手法は調和写像を用いる幾何学的なものであっ
た.Gromov‐Schoen [11] はCorlette の手法をユークリッド的ビルディングへの調和写像へ
と拡張することにより,それらの格子の局所体上の代数群への準同型に関する超剛性を証明
している.さらに,Mok‐Siu‐Yeung [23] および Jost‐Yau [18] は独立に,調和写像を用いる
ことにより,階数が2以上の単純 Lie 群の一様格子の,単連結,非正曲率完備Riemann多様
体への等長的作用が本質的に一意であることを主張する 「幾何学超剛性」 を示している:
定理2.16 (幾何学的超剛性). G を階数が2以上の非コンパクト単純 Lie 群,  $\Gamma$ を  G の一様
格子とする. Y を非正曲率で単連結な完備 Riemann 多様体,  $\rho$ :  $\Gamma$\rightarrow \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}(Y) を準同型と
すると,次のいずれかが成立する.
(1)  $\rho$( $\Gamma$) は Y の幾何学的コンパクト化 Y\cup Y(\infty) に固定点をもつ.ここで, Y(\infty) は Y
の測地半直線の漸近類として定義される幾何学的境界を表す.
(2) K を G の極大コンパクト部分群とすると, X=G/K から Y への (Riemann 計量の
定数倍を除いて) 等長的かつ全測地的な  $\rho$ 同変埋め込み  f が存在する.
 $\Gamma$ は  G への左からの作用を通して X=G/K に標準的な作用をもつ. f:X\rightarrow Y が  $\rho$
同変写像であるとは,任意の  $\gamma$ \in  $\Gamma$, x \in  X に対し f( $\gamma$ x) = $\rho$( $\gamma$)f(x) をみたすことをい
う.定理の (2) の場合, Y の中には X とそこへの  $\Gamma$ の作用が  f によって再現されている.
これは  $\rho$ が与える  $\Gamma$ の  Y への作用が本質的に  $\Gamma$ のXへの標準的な作用と一致すること,
すなわち,非自明な作用が本質的に一意であることを意味している.この幾何学的超剛性は
Margulis 超剛性の幾何学的な一般化とみなすことができる.
命題2.3で性質  F(\mathcal{H}) と同値であることを紹介した1次コホモロジーの消滅を導く強力な
微分幾何的手法としてBochner技法とよばれる手法がある.幾何学的超剛性は,この手法を
非線形化し調和写像に適用することにより証明されている.この点からも,超剛性と F(\mathcal{H})
とが密接な関係准もつことが想像されるが,実際に,格子に対する超剛性の現れ方は固定点
性質 F(\mathcal{H}) の現れ方と全く一致している.
超剛性のような強い剛性は,ある種例外的な,Lie 群の格子のような特殊な群に観察されて
きた性質である.したがって,非常に一般的な性質である双曲性と強い剛性は両立しにくい
ことが想像される.(Hilbert 空間や L^{p} 空間に対する固定点性質については同様の状況があ
ることをすでに見てきた) 一方で,最近の研究成果は,(非常に強くはないにしても) ある程
度強い剛性をもつ群は決して散在的ではないことを示唆している.次の節で述べる我々の主
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結果も,ある範囲の p に対しては F(L^{p}) をもつ,あるいはある範囲の C に対しては \mathrm{U}\mathrm{L}(C)
作用に関する固定点性質をもつ群が,適当な設定の下では非常に高い確率で現れることを主
張している.
3 ランダム群の固定点性質
以下では,自然数 \ell でパラメータ付けられた群の表示の集合 \mathcal{P}(\ell) の元 P から定まる群 $\Gamma$_{P}
が,ある性質 (Q) をもつ確率を問題にする.集合 \mathcal{P}(\ell) をランダム群のモデルとよび,  l\rightarrow\infty
で  P\in \mathcal{P}(\ell) から定まる群 $\Gamma$_{P} が性質 (Q) をもつ確率が1に収束するとき,「\mathcal{P}(\ell) をモデル
とするランダム群は圧倒的な確率で性質 (Q) をもつ」 あるいは単に 「 \mathcal{P}(\ell) をモデルとする
ランダム群は性質 (Q) をもつ」 という.本稿では,プレイン ワードモデルとよばれるラ
ンダム群のモデルを取り上げる.
3.1 ランダム群のプレインワードモデル
S を m 個の文字とその逆からなる集合とする: S= {si, . . . , s_{m}, \mathcal{S}_{1}^{-1} , . . . , s_{m}^{-1} }. S の元
を並べて得られる文字列を語,文字列の長さを語の長ざという.長さ \ell の語全体の集合を臓
で表す.以下では,  S を生成元集合とし, R\subset W_{l} を関係式集合とする群の表示 P= (S, R)
を考える.臓には簡約可能な語,すなわち \mathcal{S}j^{S_{j}^{-1}} または s_{j}^{-1}s_{j} という文字列をもつ語も含
まれている.したがって, \# W_{\ell}=(2m)^{p} であり,また, R の元は簡約可能な語であってもよ
いことを注意しておく.実数 c>1 をとり,固定する.自然数 m, \ell および  0<d<1 なる実
数 d に対し,表示の集合 \mathcal{P}(m, l, d) を
\mathcal{P}(m, \ell, d)= {P=(S, R)|R 欧肪かつ c^{-1}(2m)^{dl}\leq\# R\leq c(2m)^{d\ell} }
で定義し,ランダム群のプレイン ワードモデル (plain word model) とよぶ. $\Gamma$_{S} で
S の生成する自由群 \langle s_{1}\rangle*\cdots*\{s_{m}\rangle を表す.肪の元は,自然な仕方で $\Gamma$_{S} の元を定める.
P\in \mathcal{P}(m, \ell, d) に対し, $\Gamma$_{P} を P= (S, R) から得られる群,すなわち, R が定める $\Gamma$_{S} の部
分集合の正規閉包による $\Gamma$_{S} の商群を表す.ごく簡単な考察により,任意の有限表示群はあ
る \mathcal{P}(m, \ell, d) に属する表示をもつことがわかる.
定義からわかる通り, \mathcal{P}(m, \ell, d) に属する表示 P の関係式の個数は, d が小さいほど少な
く, d が大きいほど多い.したがって, d が小さいときに得られる $\Gamma$_{P} は比較的大きい (自由
群に近い) 群に, d が大きいときに得られる $\Gamma$_{P} は小さい群になることが予想される.実際,
次が成り立つ.
定理3.1 (Ollivier [26]). d<1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2_{7}n}(8m-4) のとき,次が成立する:
\displaystyle \lim_{\ell\rightarrow\infty}\frac{\#\{P\in \mathcal{P}(m,\ell,d)|$\Gamma$_{P}}{\#\mathcal{P}(m,\ell,d}ỷ \mathrm{f}\Re_{\backslash } $\beta$ \mathrm{E} $\pi$ffiffl })'=1.
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一方, d> 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4) のときは
\displaystyle \lim_{\ell\rightarrow\infty}\frac{\#\{P\in \mathcal{P}(m,\ell,d)|$\Gamma$_{P}}{\#\mathcal{P}(m,\ell,d)}ĩfg  $\beta$§ \ovalbox{\tt\small REJECT} } =1.
が成立する.
この定理の前半は,「プレイン ワードモデルのランダム群は d< 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4)
のとき,無限双曲群である」 ことを主張している.これが § 2で何度か触れた 「群の双曲性
が一般的な性質である」 ことの表現の一つを与えている.
3.2 プレイン ワードモデルのランダム群の固定点性質
上で述べた通り, \mathcal{P}(m, \ell, d) に属する表示 P の関係式の個数は, d が小さいほど少なく, d
が大きいほど多い.例えば,関係式がまったくない表示 P から得られる $\Gamma$_{P} は自由群 $\Gamma$_{S} で,
$\Gamma$_{S} から距離空間 Y の等長変換群 Isom(Y) への準同型は,その生成元の像を任意に選ぶごと
に一つ定まる.したがって, $\Gamma$_{S} からIsom(Y) への準同型,すなわち $\Gamma$_{S} の Y への等長的作
用は非常に豊富に存在する.一般の表示 P=(S, R) が定める群 $\Gamma$_{P} からIsom(Y) への準同
型を得るためは,Isom(Y) においても R に属する関係式が満たされるように生成元の像を
選ばなくてはならない.よって,関係式集合 R が大きいことは, $\Gamma$_{P} の \mathrm{Y} への等長的作用を
与える際の強い制約となる.ならば, d が大きいときには, P\in \mathcal{P}(m, P, d) から得られる $\Gamma$_{P}
が固定点性質あるいは強い剛性をもつ確率は高くなりそうである.この推測は正当化され,
以下に述べるようなプレインワードモデルのランダム群に対する固定点定理が示される.
定理3.2 (Bourdon‐I [5]). p0\geq 3 とし, 2k> (2p_{0})^{p0} なる自然数 k を固定する. k/(2k+
1)<d<1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4) のとき,次が成立する:
\#\displaystyle \lim_{\ell\rightarrow\infty}\frac{\{P\in \mathcal{P}(m,\ell,d)$\Gamma$_{P}Ft\mathrm{J}\forall p\in[1,2]\cup[3,p_{0}]$\iota$_{\llcorner \mathrm{y}_{\backslash }\mathrm{J}\text{し}}^{\rightarrow}\}}{\#\mathcal{P}(m,\ell,d)}=1.
Hilbert 空間の場合と同様に,任意の有限群は,任意の  p\in (1, \infty) に対して L^{p} 空間に対
する固定点性質をもつ.したがって,仮定の下で $\Gamma$_{P} が有限群になってしまっては意味が
ない.定理の d < 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2_{7}n}(8m-4) という仮定と前述の Ollivier の結果が, $\Gamma$_{P} が高
い確率で無限群になることを保証している. 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4) \rightarrow  1/2 (m\rightarrow \infty) なの
で,適当に m を大きくとり, k/(2k+1) <d< 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4) をみたすように d を
とれば, P(m, \ell, d) には,  p\in [1, 2]\cup[3, p0] に対し F(ư) をもつ無限群 (を与える表示) が
非常に多く存在することになる.すなわち,「プレイン ワードモデルのランダム群は
k/(2k+1) <d< 1-\displaystyle \frac{1}{2}\log_{2m}(8m-4) のとき,  p\in [1, 2]\cup[3, p0] に対し F(L^{p}) をもつ無
限双曲群である」 もちろん,望まれる結果は 「プレイン ワードモデルのランダム群は,
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 p0\geq  2 に対し適切に d をとれば,  p\in [1, p0] に対して \mathrm{F}(L^{p}) をもつ無限双曲群である」 と
いう形の定理であるが,現在のところ,上の形でしか証明できていない.
\mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用に関する固定点性質についても同様の結果が得られる :
定理3 \cdot3 (I‐Kondo‐Nayatani [16]).  k\in \mathbb{N} を k>C^{6}/2 をみたすようにとる. \displaystyle \frac{k}{2k+1} <d<
1_{2}-1\log_{2m}(8m-4) のとき,次が成立する.
\#\displaystyle \lim_{l\rightarrow\infty}\frac{\{P\in \mathcal{P}(m,\ell,d)\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\in$\Gamma$_{P}}{\#\mathcal{P}(m}ĩ\mathrm{A}_{\backslash }^{r}\mathrm{E}\mathrm{F}を\not\in_{)}\text{つ_{}J1}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\backslash \backslash } $\beta$ \mathrm{f},\mathrm{U}\mathrm{L}(C)l^{\text{ノ}}Fffl tove line{(-} ell,d)Ẽ関する $\pi$ \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\}=1.
C= 1 のとき,この定理は 「d> 1/3 のプレイン ワードモデルのランダム群は性質
F(\mathcal{H}) をもつ」 ということを主張している.
このようなランダム群の固定点性質に関する研究はGromov[10] 以後,活発に行われてい
る.Gromov は [10] において,グラフ . モデルのランダム群が性質 F(\mathcal{H}) をもつことを指摘
している (詳しい証明は Silberman [30] により与えられた). グラフモデルは比較的強い
剛性をもつランダム群を与えるモデルで,Gromovはこれを用いてある種の極限操作をする
ことにより Gromov モンスターとよばれている群を与えた.また,グラフモデルのランダ
ム群が任意の  p\in (1, \infty) に対して F(L^{p}) をもつことが,Naor‐Silberman [24] により示さ
れている.長さ3の既約な関係式のみを考え,生成元の数 m でパラメータ付けしたランダム
群のモデルを三角モデルとよぶ.この三角モデルのランダム群については,Zuk [35] がやは
り d> 1/3 のとき性質 F(\mathcal{H}) をもつことを示している. \mathcal{P}(m, \ell, d) において既約な関係式の
みを考えるランダム群のモデルは密度モデルとよばれている. d> 1/3 のとき,密度モデル
のランダム群が性質 F(\mathcal{H}) をもつことはZuk [35] により指摘され,Kotowski‐Kotowski [20]
により詳細な証明が与えられている.また,Nowak[25] は d>1/3 のとき,密度モデルのラ
ンダム群が適当な p に対し F(L^{p}) をもつこと,および同じランダム群が C< 而の \mathrm{U}\mathrm{L}(C)
作用に関する固定点性質をもつことを証明している.種々のランダム群のモデルがあるが,
プレイン ワードモデルは,そこから得られる群の集合が任意の有限表示群を含んでいる,
という点でもっとも一般的なモデルになっていることを注意しておく.
3.3 証明について
§ 2.4で触れた [7], [11], [23] および [18] における超剛性の証明には,Lie 群の格子が自然
に作用する Riemann 対称空間 X=G/K から  $\Gamma$ の作用が与えられた非正曲率空間  Y への
 $\Gamma$ 作用に関して同変な調和写像が用いられていた.この手法は,Gromov [10], M.‐T Wang
[31], [32], Izeki‐Nayatani [17] により,Xが単体複体の場合へと拡張されており,種々の離
散群および距離空間に対する固定点定理が導かれている.現在では,この手法は離散群  $\Gamma$ が
作用する良い空間  X が存在しないような状況へも拡張されており,離散群  $\Gamma$ 自身から  Y
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への離散的調和写像を用いることにより,ランダム群に対する固定点定理も示されるよう
になっている.[10] では,この離散的調和写像を用いた手法に基づき,グラフモデルのラ
ンダム群が性質 F(\mathcal{H}) および \mathrm{U}\mathrm{L}(C) 作用に関する固定点性質をもつことが指摘されてい
る.また,[14], [15], [13] では,CAT(0) 空間とよばれる非正曲率距離空間への等長的作用に
関するランダム群の固定点定理が導かれている.上述の離散的調和写像の研究に先立って,
Garland [9], Pansu [28], Ballmann‐Swiatkowski [2] 等は,Bochner 技法の離散的な設定へ
のある種の拡張を与えることにより,コホモロジー消滅定理を証明していた.命題2.3で述
べたように,性質 F(\mathcal{H}) はコホモロジーの消滅からも導かれる. \dot{\mathrm{Z}}uk [35] による三角モデル
のランダム群が Kazhdan の性質 (T) をもつことの証明は,この流れに沿っている.前節で
紹介した我々の定理の証明は,[10], [24], [14], [15], [13] で用いられた,離散群から距離空間
への同変写像のエネルギーの増大度に関する考察に基づく.
 $\Gamma$ を  S=.\{s\mathrm{i}, . . . , s_{m}, s_{1}^{-1}, . . . , s_{m}^{-1}\} によって生成される有限生成群とする.  $\mu$ を  S から
定まる標準的ランダム ウオークの推移確率とする:
 $\mu$( $\gamma,\ \gamma$')=\displaystyle \frac{\#\{s\in S|$\gamma$'= $\gamma$ s\}}{2m}.
 $\mu$ から定まる  n ステップの推移確率は
$\mu$^{n}( $\gamma,\gamma$')=\displaystyle \sum_{$\gamma$_{1},\ldots,$\gamma$_{n-1}\in $\Gamma$} $\mu$( $\gamma,\ \gamma$_{1}) $\mu$($\gamma$_{1}, $\gamma$_{2})\ldots $\mu$($\gamma$_{n-1}, $\gamma$^{r})
により与えられる.
 $\Gamma$ の完備距離空間  Y への等長的作用が準同型写像  $\rho$ :  $\Gamma$ \rightarrow Isom(Y) により与えられ
ているとする.写像  f :  $\Gamma$ \rightarrow  Y が  $\rho$ 同変であるとは,任意の  $\gamma$, $\gamma$' \in  $\Gamma$ に対し  f( $\gamma \gamma$') =
 $\rho$( $\gamma$)f($\gamma$') をみたすことをいう.  $\rho$ 同変写像  f: $\Gamma$\rightarrow Y が与えられたとき,その像 \mathrm{f}(\mathrm{r}) は
f(e) の  $\rho$(\mathrm{r}) 軌道になっている.ここで e は  $\Gamma$ の単位元を表す.
定義3.4 (同変写像の  n ステップエネルギー).  $\Gamma$, Y,  $\rho$ は上の通りとし,  $\Gamma$ には生成元集
合  S に関する標準的ランダム ウォークが与えられているとする.このとき,  $\rho$ 同変写像  f
に対し, f の n ステップエネルギー E_{n}(f) を
E_{n}(f)=\displaystyle \frac{1}{2}\sum_{ $\gamma$}$\mu$^{n}(e,  $\gamma$)d_{Y}(f(e), f( $\gamma$))^{2}
で定義する.ここで d_{Y} )は Y の距離を表す.1ステップエネルギーは \mathrm{E}(f) で表すこ
とにし,  $\rho$ 同変写像全体の中で  E(f) を最小にする  $\rho$ 同変写像  f :  $\Gamma$\rightarrow Y が存在するとき,
f を調和写像と呼ぶ.
 $\rho$ 同変写像  f を一つ固定したとき, E_{n}(f) の n に関する挙動は, f( $\Gamma$) の像,すなわち f(e)
の  $\rho$(\mathrm{r}) 軌道の広がり具合を捉えているはずである.軌道の広がり具合が大きければ E_{n}(f)
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の n に関する増大度も大きくなることが期待されるし,軌道がすぼまっているなら E_{n}(f)
の n に関する増大度はさほど大きくはならないと想像される.実際, \mathrm{Y} としてヒルベルト空
間 \mathcal{H} をとったときは次が成立する.
命題3.5 ([10], [15]).  $\Gamma$ を標準的ランダム ウオーク  $\mu$ を与えた有限生成群, \mathcal{H} をヒルベ
ルト空間とする.  $\rho$ :  $\Gamma$\rightarrow \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathcal{H}) を準同型写像とすると,任意の  $\rho$ 同変写像  f に対して
E_{n}(f) \leq nE(f) が成立する.また,ある n\in \mathrm{N} に対し E_{n}(f) =n\mathrm{E}(f) が成立するための
必要十分条件は f が調和写像であることである.
注意3. 実は,ある n に対して E_{n}(f) =n\mathrm{E}(f) が成り立つなら,任意の n に対してこの等
式が成立する.
 $\rho$ 同変調和写像  f が存在するとき, f の像はもっとも効率よく延びた  $\rho$( $\Gamma$) 軌道を与えるは
ずである.二番目の主張は,このことを n ステップエネルギーを用いて表現している.一方,
n ステップエネルギーの増大度が小さいことは,  $\rho$( $\Gamma$) の軌道が大きくなれないということ
を意味する.実際,次が成立する.
命題3.6 ([10], [30], [15]).  $\Gamma$ を標準的ランダムウォーク  $\mu$ を与えた有限生成群,  $\rho$ :  $\Gamma$\rightarrow
Isom( \mathcal{H}) を準同型写像とする.  $\varepsilon$ > 0 と n \in \mathrm{N} が存在し,任意の  $\rho$ 同変写像  f に対し
E_{n}げ) \leq (n- $\varepsilon$)E(f) が成立するなら,  $\rho$( $\Gamma$) は \mathcal{H} に固定点をもつ.すなわち, p\in \mathcal{H} が存
在し,任意の  $\gamma$\in $\Gamma$ に対し  $\rho$( $\gamma$)p=p が成立する.
命題は, \mathcal{H} をCAT(0) 空間とよばれる非正曲率距離空間に替えても正しい.さらに L^{\mathrm{p}} 空
間をとった場合にも類似した命題を示すことができる.我々の定理の証明は,仮定の下で,
$\Gamma$_{P} からの任意の準同型  $\rho$ に対する任意の同変写像のエネルギーの増大度が一様に抑えられ
るような  Pが,非常に高い確率で現れることを示すことにより与えられる.さらに, n ステッ
プ・エネルギーの増大度に関して精密な考察を行うと,Hilbert空間への必ずしもLipschitz
定数が一様に抑えられないようなアファイン作用に関するグラフモデルのランダム群の固
定点性質を導くこともできる ([16]).
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